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RESUMEN

El objeto de este seminario es describir dos modelos matemático-financieros para la gestión de carteras de renta variable, concretamente el de Markowitz y el de Sharpe, así como su aplicación a la obtención de carteras eficientes. El primero consiste en un problema de programación matemática en el que se intenta optimizar una función objetivo, que puede ser maximizar la rentabilidad o minimizar el riesgo de una cartera, en base a unas restricciones de índole financiera. El modelo de Sharpe es una simplificación del anterior al relacionar la rentabilidad de cada inversión particular con la de mercado mediante un modelo de regresión lineal, reduciendo así el número de estimaciones necesarias. Ambos planteamientos pueden formularse de forma dinámica, en cuanto a su evolución temporal, si bien en este seminario se formularán estáticamente en un cierto instante de tiempo. El comportamiento de ambos modelos se ilustra con sendas aplicaciones a carteras financieras formadas por títulos bancarios. Finalmente se considerarán carteras mixtas, en las que figuran activos de renta fija, y se introducirá la línea del mercado de capitales.

1. INTRODUCCIÓN
El riesgo asociado a una inversión puede estudiarse desde dos enfoques diferentes [Durbán, 1983: 15, 207-208]: uno en términos absolutos, es decir, considerando dicha inversión como una unidad aislada; y otro, suponiendo que forma parte de una estructura superior o activo empresarial, es decir, en términos relativos. A lo largo de este seminario nos centraremos en este segundo enfoque, intentando cuantificar la repercusión de un determinado proyecto de inversión sobre la rentabilidad y riesgo de la empresa que lo acomete, habida cuenta que ésta no dispone de un solo proyecto, sino de todo un programa de inversiones para un horizonte temporal de planificación.
En este contexto presentaremos dos modelos matemáticos para el tratamiento del riesgo económico relativo, cuyo objetivo es, por tanto, la selección de la cartera óptima de proyectos de inversión. Se supone en ambos casos que las inversiones son variables aleatorias y que todos los inversores poseen expectativas subjetivas similares de la evolución de las rentabilidades y riesgos de los proyectos. Así, en la sección 2 introduciremos el modelo de Markowitz cuyo objetivo es, o bien, maximizar la rentabilidad de una cartera para un nivel de riesgo prefijado, o minimizar su riesgo con la restricción de una rentabilidad constante. Dado que este planteamiento requiere un número elevado de estimaciones de parámetros, en la sección 3 desarrollamos el segundo modelo, el de Sharpe, que simplifica el problema al suponer la existencia de correlaciones entre las rentabilidades de los títulos individuales y factores de mercado, permitiendo además expresar el riesgo global de la empresa como suma de un riesgo específico del título y otro dependiente del mercado. El comportamiento de ambos modelos se analiza sobre dos aplicaciones con datos financieros reales.

Finalmente, en la sección 4 se introduce una variante del modelo de Sharpe consistente en suponer que existe un activo financiero libre de riesgo, en el que se puede invertir la totalidad del presupuesto disponible, dando lugar a las carteras mixtas y al denominado Capital Asset Pricing Model (modelo de equilibrio para activos financieros), abreviadamente denotado C.A.P.M., del cual sólo introduciremos la capital market line (línea del mercado de capitales).
2.  MODELO DE MARKOWITZ


Supongamos que un inversor dispone de un presupuesto que quiere emplear en la adquisición de activos financieros, y se encuentra ante un conjunto de posibles inversiones: A={A1, A2, …, An}, las cuales presentan una rentabilidad media histórica (referida a un cierto periodo de tiempo) dadas respectivamente por las esperanzas matemáticas:

R1=E[A1] , R2=E[A2] , . . . , Rn=E[An]
con un riesgo asociado referido al mismo periodo expresado mediante las respectivas varianzas:

σ²[A1] , σ²[A2] , . . . , σ²[An]

Si el inversor quiere agotar su presupuesto en dicha cartera, dedicando a cada activo una proporción xi del mismo, se verificará que x1+x2+···+xn=1, y la rentabilidad media de la cartera vendrá dada por la media aritmética de las rentabilidades de cada una de las inversiones individuales ponderada por la proporción de cada una en la cartera, es decir:
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El riesgo asociado a dicha cartera vendrá dado por la correspondiente varianza:
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donde cov[Ai;Aj] denota la covarianza entre Ai y Aj  y  ρi,j = cov[Ai;Aj]/(σ[Ai].σ[Aj]) es el coeficiente de correlación lineal. Observemos que si los títulos tienen un comportamiento independiente entre si, entonces ρi,j =0 para i≠j y la varianza anterior quedaría reducida a:
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          Para la formulación del modelo de inversión óptimo, Markowitz [1952: 77-99] parte de la hipótesis de que todos los inversores tienen expectativas subjetivas similares en cuanto a la evolución de las rentabilidades futuras de los activos, las cuales pueden concebirse como variables aleatorias con distribución conocida; que sus comportamientos son coherentes y que presentan aversión al riesgo; y finalmente que quieren aplicar la totalidad del presupuesto disponible en dicha cartera. Las carteras eficientes propuestas por Markowitz se formulan de la forma siguiente:
Modelo 1 (agresivo): Rentabilidad máxima manteniendo el riesgo constante

Maximizar  R  sujeto a las restricciones:  σ²[A]=cte.  y  
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Modelo 2 (conservador): Riesgo mínimo manteniendo la rentabilidad constante

Minimizar  σ²[A]  sujeto a las restricciones:  R=cte.  y 
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Modelo 3 (mixto): Multiplicadores de Lagrange


Maximizar  θ.R- σ²[A]  sujeto a las restricciones:  θ=cte.  y 
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APLICACIÓN PRÁCTICA 1

Sabiendo que la rentabilidad neta media de las acciones del BBVA referida al año 2002 ha sido del 3,24% con un riesgo de 0,0301, mientras que las del BSCH ha sido del 3,61% con un riesgo del 0,0427, y que la covarianza entre ambos títulos en dicho periodo ha sido de 0,025, seleccionar la cartera óptima que puede formarse con estos dos títulos, buscando: a) una rentabilidad media del 3,4%; b) un nivel de riesgo de 0,04

a)  Se trata de resolver el problema de programación no lineal siguiente:

minimizar:   σ²[A] = (XSCH)2 (0,0427) + (XBBVA)2 (0,0301) + 2 XSCH.XBBVA.(0,025)

sujeto a las restricciones:
XSCH (0,0361) + XBBVA (0,0324) = 0,034   y  XSCH + XBBVA = 1

Aplicando los multiplicadores de Lagrange, se obtiene:
XSCH = 0,4324 ,   XBBVA = 0,5676
es decir la cartera debería contener aproximadamente un 43% de acciones del BBVA y un 57% del BSCH.

b)  Se trata ahora de resolver el problema de programación no lineal siguiente:

maximizar:   E[A] = XSCH (0,0361) + XBBVA (0,0324)

sujeto a las restricciones:
(XSCH)2 (0,0427) + (XBBVA)2 (0,0301)+ 2 XSCH XBBVA(0,025)= 0,04   y  XSCH+XBBVA =1
Aplicando los multiplicadores de Lagrange, se obtiene:
XSCH = 0,8938 ,   XBBVA = 0,1062

es decir la cartera debería contener aproximadamente un 11% de acciones del BBVA y un 89% del BSCH.
3.  MODELO DE SHARPE

Es una simplificación del modelo de Markowitz basado en la de correlación entre las rentabilidades de las inversiones y ciertos factores de mercado (inflacción, tasa de paro, políticas monetarias, crisis económicas,…) que influyen simultáneamente en todas ellas, reduciéndose así el número de estimaciones de esperanzas y varianzas. Así mismo, este modelo de tipo econométrico permite descomponer el riesgo total en dos sumandos, uno de ellos depende del mercado, mientras que el otro depende de cada título y puede ser reducido mediante diversificación.

Si denotamos por Ri a la rentabilidad del título Ai en un cierto periodo y por  RM a la rentabilidad del mercado en dicho periodo, entendiendo por rentabilidad el siguiente índice:
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puede establecerse la siguiente relación lineal [Sharpe, 1963: 227-293]:
Ri = αi +βi RM + εi  ,  i=1,2,…,n
donde

       αi es un parámetro propio de cada título indicativo de la parte de rentabilidad independiente del mercado
       βi es un parámetro propio de cada título indicativo de su sensibilidad a las variaciones del mercado, al que se denomina volatilidad del título.

 εi es una variable aleatoria que representa la incertidumbre del modelo, es decir las variaciones del título independientes del mercado, y que se supone distribuida según una ley de Gauss centrada (media cero) e igual varianza para todo i=1,2,…,n.

El método de los mínimos cuadrados permite obtener las siguientes estimaciones de los parámetros αi y βi que, al considerar un esquema Gaussiano, coinciden con las estimaciones máximo-verosímiles:
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Así mismo, la sucesión de εi constituye lo que se denomina un ruido blanco, puesto que son variables incorreladas dos a dos con varianza constante. En consecuencia, cada título queda determinado por una recta propia o línea característica que en unos casos se ajustará mejor a los datos que en otros.
       En función de los valores del coeficiente de volatilidad pueden distinguirse tres tipos fundamentales de títulos:
· Títulos normales (β≈1): son aquéllos cuyas rentabilidades fluctúan de forma similar a la del mercado, como ocurre con los sectores de banca, textil, sanitario, etc.

· Títulos defensivos (β<1): son aquéllos que responden con mucha inercia a las fluctuaciones del mercado, en cuanto que una variación en la rentabilidad de éste implica una variación de menor orden en el título, como ocurre con los sectores inmobiliario, transportes, seguros, etc.
· Títulos agresivos (β>1): son aquéllos cuyas rentabilidades son muy sensibles a las fluctuaciones en la rentabilidad del mercado, como ocurre en los sectores eléctricos, telecomunicaciones, etc.

En cuanto al riesgo de los títulos, la ecuación lineal de Sharpe permite escribir:
σ²[Ri] = βi².σ²[RM] + σ²[εi]
siendo:

          σ[Ri]: riesgo total del título Ai

          β.σ[RM]: riesgo sistemático del título Ai (riesgo que depende del mercado)

          σ[εi]: riesgo específico del título Ai (riesgo que no depende del mercado)

es decir, para cada título Ai se verifica:

(Riesgo total)² = (Riesgo sistemático)² + (Riesgo específico)²

          La formulación presentada de los modelos anteriores es estática, pudiendo extenderse al caso dinámico (dependencia temporal), dando lugar en el caso de Sharpe a los modelos de función de transferencia o de regresión dinámica, introducidos por Box y Jenkins [1970].
          Igualmente, el modelo de Sharpe puede extenderse a una dependencia múltiple que incluya otros índices además de la rentabilidad del mercado, dando así lugar al modelo de regresión lineal general siguiente:
Ri = αi +βi1 Ri1 +βi2 Ri2 + · · · +βip Rip  + εi ,  i=1,2,…,n

APLICACIÓN PRÁCTICA 2

En la Tabla I siguiente se muestran las cotizaciones y dividendos trimestrales de dos bancos, Santander Central Hispano y Popular Español desde 2001, así como el valor del índice IBEX 35 correspondiente al último día de cada trimestre, fecha en la que se reparte el dividendo.
	TRIMESTRE

y  AÑO
	SCH

Cotización
	SCH

Dividendo
	POPULAR

Cotización
	POPULAR

Dividendo
	IBEX 35

	1 / 2001
	10,35
	0,06071
	36,75
	0,24928
	9308,4

	2 / 2001
	10,70
	0,05373
	40,21
	0,25256
	8878,1

	3 / 2001
	8,42
	0,05967
	41,33
	0,26813
	7314,7

	4 / 2001
	9,41
	0,04987
	37,29
	0,27224
	8397,0

	1 / 2002
	9,60
	0,04977
	39,40
	0,28454
	8249,2

	2 / 2002
	8,04
	0,05181
	45,72
	0,29027
	6913,6

	3 / 2002
	5,17
	0,04986
	38,98
	0,29521
	5431,7

	4 / 2002
	6,54
	0,05210
	38,97
	0,31026
	6036,9

	1 / 2003
	5,85
	0,04962
	39,67
	0,32724
	5870,5

	2 / 2003
	7,63
	0,05412
	43,16
	0,33149
	6862,0


TABLA I: Cotizaciones y dividendos trimestrales del BBVA y del SCH e índice IBEX35 
1º)  Calcular la rentabilidad media y riesgo de cada título, así como del mercado.
2º)  Estimar los parámetros del modelo de Sharpe para cada título y analizar su volatilidad.

3º)  Calcular el riesgo específico, sistemático y total de cada valor.
4º) Estudiar la perfomance de dos carteras, suponiendo nula la tasa de interés, cuyas composiciones son las siguientes: a) 25% de acciones del SCH y 75% de acciones del B. Popular,   b) 75% del SCH y 25% del B. Popular.
	PERIODO
	RENTABILIDADES

	
	BSCH
	B. POPULAR
	MERCADO

	1
	0,0390
	0,1010
	-0,0462

	2
	-0,2075
	0,0345
	-0,1762

	3
	0,1235
	-0,0912
	0,1480

	4
	0,0255
	0,0642
	-0,0176

	5
	-0,1571
	0,1678
	-0,1619

	6
	-0,3508
	-0,1410
	-0,2143

	7
	0,2751
	0,0077
	0,1114

	8
	-0,0979
	0,0264
	-0,0276

	9
	0,3135
	0,0963
	0,1689

	RENT. MEDIA
	-0,0041
	0,0295
	-0,0239

	VARIANZA
	0,0490
	0,0093
	0,0205


1º)
2º)  Las estimaciones de las rectas de regresión para ambos valores son:

RSCH = 0,0307 + 1,4544RM  →  RSCH = 1,4152RM   (r=0,9301)
 
           (p=0.2925)  (p=0,0002)                         (p=0,0001)


RPOP = 0,0296 + 0,0026RM  →  RPOP = -0,0351RM   (r=-0,5036)


            (p=0.2925)  (p=0,9920)                         (p=0,8901)

El BSCH es un título volátil (β>1) mientras que el B.POP no lo es (β<1), Más aún, la pendiente del B.POP no es significativa, es decir, puede considerarse nula, lo que significa que el comportamiento de este título es independiente de la evolución general del mercado, representada por el IBEX 35.
3º)  Ri(t)= αi + βi RM(t)+ εi(t) →  σ²[Ri] = βi²σ²[RM] +σ²[εi] ,  donde σ²[RM] = 0,0205

	RIESGO
	BSCH
	B. POPULAR

	Total
	0,0490
	0,0093

	Sistemático
	(1,4544)².0,0205 = 0,0434
	(0,0026)².0,0205 = 10-7

	Aleatorio
	0,0056
	0,0093


4º)   E[RC] = XSCH E[RSCH] + XPOP E[RPOP] = XSCH.(-0,0041) + XPOP.(0,0295)
      σ²[RC] = XSCH² σ²[RSCH] + XPOP² σ²[RPOP] + 2 XSCH.XPOP.cov[SCH,POP] =
                  = XSCH² (0,0490) + XPOP² (0,0093) + 2 XSCH.XPOP.(0,0029) 
      Índice de Sharpe (IS) = {E[RC] – RF}/ σ[RC]
Cartera a)   XSCH = 0,25    XPOP= 0,75


E[RC] = 0,0211 = 2,11% ,  σ²[RC] = 0,0088 → IS = 0,2247
Cartera b)   XSCH = 0,75    XPOP= 0,25


E[RC] = 0,0042 = 0,42% ,  σ²[RC] = 0,0292 → IS = 0,0246
Tiene mejor comportamiento la cartera a)
4.  CARTERAS EFICIENTES MEDIANTE EL MODELO DE SHARPE
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        Según se ha visto, la rentabilidad de una cartera A={A1, A2, …, An} es una combinación lineal convexa de las rentabilidades de los títulos Ai que la componen:

Sustituyendo la rentabilidad Ri  de cada título por la ecuación lineal que proporciona el modelo de Sharpe resulta:
[image: image13.wmf]1

nn

iiii

ii=1

RE[xA]=xR

=

=

åå


Así, denotando β=
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xi βi , la rentabilidad esperada de la cartera es:
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y el riesgo asociado por:
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ya que al ser εi una sucesión de ruido blanco se tiene que  cov[εi;εj]=cov[εi:RM]=0.

Obsérvese que en una cartera de inversiones muy diversificada el riesgo total disminuye, ya que el error aleatorio tiende hacia cero. En efecto, supóngase el caso más simple en el que todas las inversiones tienen el mismo peso en la cartera, es decir: x1= x2=···= xn=1/n  y que los riesgos específicos de los diferentes títulos tienen la misma cota superior: σ²[εi]≤k.  Entonces es: 
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con lo cual, el riesgo total viene dado por:  σ²[R] = β²σ²[RM].  En la práctica esto es válido para carteras integradas por más de 20 títulos que se encuentren en similar proporción desde el punto de vista presupuestario.
En el caso particular de una cartera mixta, es decir aquélla que incluye activos con y sin riesgo, denotando RF a la rentabilidad (constante) de la parte sin riesgo, la cual tiene además varianza nula, las ecuaciones anteriores se expresan como:
E[R] = x1 RF + x2 E[R2] ;   σ²[R] = 
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σ²[R2] ;   x1 + x2=1
Si x1 >0 se tiene una cartera con préstamo (lending portfolio), mientras que si x1<0  se tiene una cartera con endeudamiento (borrowing portfolio), y puede establecerse una relación lineal entre la rentabilidad y riesgo de la cartera mediante:
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que se denomina línea del mercado de capitales (CML)
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